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Résumé
Dans et artile nous mettons en évidene deux frag-
ments propositionnels omplets duaux OCNF< et ODNF<
qui onstituent respetivement des sous-ensembles des
formules propositionnelles CNF et DNF. Chaun de es
fragments permet l'élimination des quantiations en
temps polynomial omme une loi interne sur le frag-
ment. Grâe à ette propriété, le problème de la validité
des formules booléennes quantiées peut être déidé en
temps polynomial lorsque la matrie de l'instane traitée
appartient à l'un des deux fragments onsidérés. Sur le
plan pratique, nous montrons que, ontrairement à e
qui se passe pour les instanes quantiées issues d'autres
lasses polynomiales pour SAT, omme elles des for-
mules Horn CNF ou plus généralement des formules Horn
renommables CNF, les prouveurs QBF existants exhibent
empiriquement un omportement polynomial sur les in-
stanes OCNF< quantiées.
Abstrat
In this paper, two omplete dual propositional frag-
ments OCNF< and ODNF<, whih are respetively subsets
of CNF and DNF propositional formulae, are pointed out.
Eah of those fragments allow quantiation's elimina-
tion in polynomial time as an internal law in the frag-
ment. From this property, the validity problem for quan-
tied Boolean formulae an be deided in polynomial
time when the instane's matrix belongs to any of the
two onsidered fragments. From a pratial point of
vue, we show that, ontrariwise to what happens for
quantied instanes from other polynomial lasses for
SAT, like Horn CNF or, more generally, renamable Horn
CNF fromulae, state-of-the-art QBF solvers exhibit empir-
ially a polynomial behaviour when dealing with quanti-
ed OCNF< instanes.
1 Introdution
val(QPROPPS), le problème de validité pour les QBFs a
une importane roissante en IA. Cela peut s'expliquer
par le fait que, en tant que problème PSPACE-
omplet anonique, de nombreux problèmes d'IA peu-
vent être réduits à val(QPROPPS) de manière poly-
nomiale (f. [10, 11, 4, 27, 24, 25℄) ; de plus, pour
diérents domaines de l'IA (parmi lesquels la plan-
iation, le raisonnement non monotone, l'inférene
paraonsistante), une approhe basée sur une tradu-
tion vers QBF peut se révéler plus  eae  que
des algorithmes dédiés. Par onséquent, de nombreux
prouveurs QBF ont été onçus (f. prinipalement
[5, 28, 12, 29, 15, 22, 30, 3, 14, 26, 2℄) et évalués
es dernières années [21, 20℄.
val(QPROPPS) est un problème alulatoirement dif-
ile, aussi bien en théorie qu'en pratique. Les méth-
odes basées sur la notion de restrition omptent parmi
elles permettant d'augmenter l'ensemble d'instanes
traitables en pratique. L'idée lé est de reonnaître les
instanes pour lesquelles des algorithmes spéiques
peuvent fournir une solution beauoup plus eae-
ment que les prouveurs QBF généraux. Plusieurs re-
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stritions traitables de QBF ont déjà été identiées.
[1, 13℄ montrent que le problème de la validité pour les
formules de Krom quantiées est déidable en temps
polynomial. [17℄ ont prouvé que le problème de la va-
lidité des formules Horn CNF quantiées forment une
restrition traitable de QBF. Par onséquent, le prob-
lème de la validité des formules Horn renommables CNF
quantiées sont également déidables de façon polyno-
miale.
Le prinipal objetif de et artile est de présenter
deux nouvelles lasses polynomiales omplètes pour
val(QPROPPS) : OCNF< et ODNF<. Ces deux frag-
ments sont respetivement des sous-ensembles des for-
mules propositionnelles CNF et DNF, qui sont des frag-
ments ibles pour la ompilation de  onnaissanes .
L'objetif est également d'approfondir ette étude des
nouveaux fragments en omparant le omportement
des prouveurs QBF atuels sur de tels fragments om-
plets ave le omportement de es mêmes prouveurs
sur des fragments inomplets mais polynomiaux pour
val(QPROPPS).
La suite de et artile est organisée omme suit.
Quelques préliminaires formels sur les QBFs sont don-
nés au paragraphe 2. Les fragments polynomiaux
omplets et inomplets onsidérés, parmi lesquels les
deux nouvelles lasses polynomiales dérites dans e
papier, sont présentés au paragraphe 3. Le para-
graphe 4 dérit les résultats expérimentaux obtenus
sur ertaines des lasses étudiées et une analyse des dif-
férenes expérimentales observées entre les fragments
polynomiaux omplets et les fragments polynomiaux
inomplets. Enn, le paragraphe 5 onlut le papier
et donne quelques perspetives.
2 Formules Booléennes Quantiées
Dénition 1 (Syntaxe des QBFs) Soit PS un en-
semble ni de symboles propositionnels (aussi ap-
pelés variables). L'ensemble QPROPPS de formules
booléennes quantiées (QBFs) sur PS est le plus petit
ensemble de mots dénis indutivement omme suit
1
:
1. vrai, faux et haque variable de PS appartient à
QPROPPS ;
2. si φ et ψ appartiennent à QPROPPS , alors (¬φ),
(φ ∧ ψ), (φ ∨ ψ), (φ ⇒ ψ), (φ ⇔ ψ), (φ ⊕ ψ)
appartiennent à QPROPPS ;
3. si φ appartient à QPROPPS et x appartient à PS,
alors (∀x.φ) et (∃x.φ) appartiennent à QPROPPS.
1
An de simplier la syntaxe, nous nous permettons
d'omettre des parenthèses lorsque ela n'a auun impat sur
la sémantique.
Les ourrenes de variables propositionnelles x
dans une formule Σ de QPROPPS peuvent être parti-
tionnées en trois ensembles : les ourrenes quan-
tiées, liées et libres de x. Les ourrenes quantiées
sont elles apparaissant dans une quantiation, i.e.,
juste après un quantiateur ∀ ou ∃. Dans toute sous-
formule ∀x.φ (resp. ∃x.φ) de Σ, toutes les ourrenes
de x dans φ sont liées ; de telles ourrenes de x sont
dites dans la portée de la quantiation ∀x (resp. ∃x).
Enn, toutes les ourrenes restantes de x dans Σ
sont libres.
V ar(Σ) est l'ensemble des variables apparaissant
dans Σ. Une variable x de V ar(Σ) est libre si et seule-
ment si x a une ourrene libre dans Σ.
Une formule Σ est dite polie si et seulement si
haque ourrene liée d'une variable x de V ar(Σ) est
dans la portée d'un quantiateur unique, et haque
variable libre n'a pas d'ourrene liée. Une for-
mule Σ est dite sous forme prénexe si et seulement
si Σ = Qx1(. . . Qxn(φ) . . .) où haque ourrene de Q
vaut soit ∀, soit ∃, et φ ne ontient pas d'ourrene
quantiée de variable. φ est la matrie de Σ et la
suite Qx1 . . . Qxn de quantiations est le préxe de
Σ. Une formule est dite fermée si et seulement si elle
ne ontient pas de variable libre. Le sous-ensemble
de QPROPPS ne ontenant que des formules sans quan-
tiation est noté PROPPS . Un sous-ensemble impor-
tant de PROPPS est le fragment des CNFs (Formes Nor-
males Conjontives) ontenant les onjontions (nies)
de lauses. Une formule en CNF est souvent vue omme
un ensemble de lauses. nf et DNF sont des as spé-
iques de formes normales négatives ou NNFPS :
une formule est dite sous NNFPS lorsque les seuls on-
neteurs binaires qu'elle ontient sont ∧ et ∨ et que la
portée de haque ourrene du onneteur de néga-
tion ¬ est réduite à un symbole propositionnel.
Dénition 2 (NNFPS) NNFPS est le sous-ensemble
de PROPPS déni indutivement par :
• vrai , faux ∈ NNFPS,
• si x ∈ V , alors x,¬x ∈ NNFPS ,
• si Σ,Ψ ∈ NNFPS , alors (Σ∧Ψ), (Σ∨Ψ) ∈ NNFPS.
Pour haque formule booléenne quantiée Σ et
haque variable x, Σx←0 (resp. Σx←1) désigne la for-
mule onditionnée à faux (resp. vrai) obtenue en rem-
plaçant haque ourrene libre de x dans Σ par faux
(resp. vrai).
Dénition 3 (Sémantique des QBFs) Soit I une
interprétation sur PS (i.e., une appliation de PS
dans BOOL = {0, 1}). La sémantique d'une for-
mule booléenne quantiée Σ de QPROPPS dans I est
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la valeur de vérité [[Σ]](I) de BOOL dénie indutive-
ment omme pour les formules propositionnelles, à la
diérene près que la dénition ontient deux règles
supplémentaires :
• si Σ = ∀x.φ,
alors [[Σ]](I) = min({[[φx←0]](I), [[φx←1]](I)}).
• si Σ = ∃x.φ,
alors [[Σ]](I) = max({[[φx←0]](I), [[φx←1]](I)}).
Une interprétation I est appelée modèle de Σ, notée
I |= Σ, si et seulement si [[Σ]](I) = 1. Si Σ a un mod-
èle, elle est satisable ; sinon, elle est ontraditoire. Si
toute interprétation I sur PS est un modèle de Σ, Σ est
valide. Si tout modèle de Σ est un modèle de µ, alors
µ est une onséquene logique de Σ, notée Σ |= µ. En-
n, lorsque Σ |= µ et µ |= Σ, Σ et µ sont équivalentes,
noté Σ ≡ µ. La dénition 3 montre que tous les on-
neteurs (y ompris les quantiations que l'on peut
voir omme des onneteurs unaires) sont vérifontion-
nels dans le sens où la sémantique d'une QBF dans une
interprétation I ne dépend que de la sémantique de ses
sous-formules dans I. La nature vérifontionnelle des
onneteurs sut ii à énoner un (méta)théorème de
substitution pour les QBFs : remplaer dans une QBF
une sous-formule par une formule équivalente préserve
l'équivalene ave la QBF de départ.
Comme en logique propositionnelle, on a Σ |= µ si
et seulement si la formule (Σ∧¬µ) est inohérente si et
seulement si la formule (Σ ⇒ µ) est valide. En outre,
le problème de la satisabilité d'une QBF Σ oïnide
ave elui de la validité de sa fermeture existentielle
∃V ar(Σ).Σ.
D'autres méta-théorèmes intéressants sont :
Proposition 1 Soient Σ, Ψ des formules de
QPROPPS et x, y des variables de PS.
1. ∀x.Σ ≡ Σx←0 ∧ Σx←1.
2. ∃x.Σ ≡ Σx←0 ∨ Σx←1.
3. ∀x.Σ ≡ ¬(∃x.(¬Σ)).
4. Si x n'est pas libre dans Σ,
alors ∀x.Σ ≡ ∃x.Σ ≡ Σ.
5. ∀x.(Σ ∧Ψ) ≡ (∀x.Σ) ∧ (∀x.Ψ).
6. ∃x.(Σ ∨Ψ) ≡ (∃x.Σ) ∨ (∃x.Ψ).
7. ∀x.(∀y.Σ) ≡ ∀y.(∀x.Σ).
8. ∃x.(∃y.Σ) ≡ ∃y.(∃x.Σ).
9. Si x n'est pas libre dans Σ, alors ∀x.(Σ ∨ Ψ) ≡
Σ ∨ (∀x.Ψ).
10. Si x n'est pas libre dans Σ, alors ∃x.(Σ ∧ Ψ) ≡
Σ ∧ (∃x.Ψ).
A partir des méta-théorèmes donnés en proposition
1 et le théorème de substitution, il est aisé de prouver
que toute QBF peut être transformée en temps polyno-
mial en une formule équivalente sous forme prénexe et
polie (les variables liées peuvent être renommées sans
eet sur l'équivalene). Puisqu'il est possible de per-
muter deux quantiations suessives de la même na-
ture (i.e., universelles ou existentielles) dans une QBF
prénexe sans eet sur l'équivalene, pour tout sous-
ensemble ni, non vide S = {x1, . . . , xn} de PS, nous
notons ∀S.φ (resp. ∃S.φ) pour désigner plus simple-
ment ∀x1.(. . . ∀xn.φ . . .) (resp. ∃x1.(. . . ∃xn.φ . . .)).
Le problème val(QPROPPS) est souvent déni
omme suit.
Dénition 4 (val(QPROPPS)) val(QPROPPS) est le
problème de déision suivant :
• Entrée : Une formule sous forme prénexe, polie,
fermée Σ de QPROPPS ;
• Question : Σ est-elle valide ?
Plus généralement, nous utilisons les notations suiv-
antes.
Dénition 5 (Notations) Soit C ⊆ PROPPS.
On note :
• QC le sous-ensemble de QPROPPS formé des for-
mules prénexes, fermées, polies dont la matrie
est dans C.
• val(QC) est le problème de déision suivant :
 Entrée : Une formule Σ de QC ;
 Question : Σ est-elle valide ?
3 Fragments polynomiaux
Dans la suite, un fragment propositionnel est dit
traitable pour val(QPROPPS) si et seulement si
l'appartenane à e fragment peut être déidée en
temps polynomial et s'il existe un algorithme de
déision polynomial pour le problème de validité
des formules booléennes quantiées (fermées, polies,
prénexes) dont la matrie appartient à e fragment.
3.1 Fragments inomplets
Quelques lasses polynomiales inomplètes, i.e. les
fragments qui ne sont pas susamment expressifs
pour permettre la représentation de toutes les formules
propositionnelles, ont été identiées jusque là pour les
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QBFs. Nous nous foalisons ii sur deux d'entre elles :
les formules Horn CNF et les formules Horn CNF quan-
tiées.
Dénition 6 (Formule Horn CNF)
Une formule Horn CNF est une formule CNF dont
haque lause ontient au plus un littéral positif.
Exemple 1 (Formule Horn CNF)
La formule suivante est une formule Horn CNF :
(a ∨ ¬b ∨ ¬d)∧
(¬a ∨ c)∧
(¬b ∨ ¬c ∨ d)∧
(¬a ∨ ¬c ∨ ¬d).
Clairement, la reonnaissane de formules Horn
CNF est polynomiale. De plus, Kleine-Büning et al.
dérivent une méthode de résolution des formules Horn
CNF quantiées (la Q-unit-résolution) et montrent que
le problème de validité de telles formules par Q-unit-
résolution peut être déidé en temps O(|Σ| × r), où
r est le nombre d'ourrenes positives de variables
universelles dans une formule Horn CNF Σ [17℄.
Dénition 7 (Formule Horn renommable CNF)
Une formule Horn renommable φ est une formule
CNF telle qu'il existe une sous-ensemble Lφ des lit-





l 7→ lc si l ∈ Lφ
l 7→ l sinon
telle que σˆ(φ) est une formule Horn CNF. σˆ est
l'extension de σ à NNFPS dénie par σˆ(vrai) = vrai ,
σˆ(faux ) = faux , σˆ(l) = σ(l) si l est un littéral et
σˆ(α⊙ β) = σˆ(α)⊙ σˆ(β) pour ⊙ ∈ {∧,∨}.
Intuitivement, une formule Horn renommable CNF
est une formule qui peut être transformée en une for-
mule Horn CNF par renommage (i.e. passage au om-
plémentaire) de ertains de ses littéraux.
Exemple 2 (Formule Horn renommable CNF)
La formule suivante est une formule Horn
renommable CNF :
(a ∨ b ∨ ¬d)∧
(¬a ∨ ¬c)∧
(b ∨ c ∨ d)∧
(¬a ∨ c ∨ ¬d).
Il s'agit de la formule de l'exemple 1 dans laquelle nous
avons renommé les variables b et c.
2lc désigne le omplémentaire de l, i.e. si l = x ∈ PS, alors
lc = ¬x et si l = ¬x ∈ PS, alors lc = x.
Dans [16℄, J. J. Hébrard propose un algorithme de
reonnaissane de formules Horn renommables CNF.
Une fois un renommage R alulé (s'il existe) pour
la matrie CNF d'une formules quantiée Σ, il sut
d'utiliser l'algorithme de Kleine-Büning et al. [17℄ sur
la QBF Σ de matrie σˆR(Σ) pour déterminer en temps
polynomial si la formules de départ est valide ou pas.
3.2 Fragments omplets
Considérons tout d'abord les fragments duaux MODS et
CI [9℄.
Dénition 8 (MODS et CI)
• Le langage MODS est le sous-ensemble de DNF on-
tenant des formules Σ = γ1 ∨ . . . ∨ γk telles que,
pour haque terme γi (i ∈ 1 . . . k) et pour haque
variable x ∈ V ar(Σ), γi ontient x ou ¬x.
• Le langage CI est le sous-ensemble de CNF on-
tenant des formules Σ = γ1 ∧ . . . ∧ γk telles que,
pour haque lause γi (i ∈ 1 . . . k) et pour haque
variable x ∈ V ar(Σ), γi ontient x ou ¬x.
Exemple 3 (Formule MODS/CI)
(a∧ b∧ c)∨ (¬a∧¬b∧ c)∨ (¬a∧ b∧ c)∨ (¬a∧¬b∧¬c)
est une formule MODS. (a∨b∨c)∧ (¬a∨¬b∨c)∧ (¬a∨
b ∨ c) ∧ (¬a ∨ ¬b ∨ ¬c) est une formule CI.
Nous avons également onsidéré les deux fragments
propositionnels ODNF< et OCNF< qui sont respetive-
ment des sous-ensembles de DNF et de CNF. Soit <
un ordre total, strit sur les variables de PS =
{x1, . . . , xn} s.t. x1 < . . . < xn. Nous dénissons :
• Le langage ODNF< est l' ensemble de toutes les
formules DNF Σ = γ1 ∨ . . . ∨ γk où haque terme
satisable γi (i ∈ 1 . . . k) de Σ est tel que pour
tout j ∈ 1 . . . n, si xj ou ¬xj apparaît dans γi,
alors pour tout l tel que 1 ≤ l < j, xl ou ¬xl
apparaît dans γi.
• Le langage OCNF< est l' ensemble de toutes les
formules CNF Σ = γ1 ∧ . . . ∧ γk où haque lause
non tautologique γi (i ∈ 1 . . . k) de Σ est telle que
pour tout j ∈ 1 . . . n, si xj ou ¬xj apparaît dans
γi, alors pour tout l tel que 1 ≤ l < j, xl ou ¬xl
apparaît dans γi.
Exemple 4 (Formule OCNF</ODNF<)
Soit PS = {a, b, c} et < tel que a < b < c. ¬a∨ (a∧ b)
est une formule de ODNF<. (a ∨ b) ∧ (¬a ∨ b ∨ c) est
une formule de OCNF<.
390 Actes JFPC’06
Clairement, OCNF< (resp. QOCNF<) est le fragment
dual de ODNF< (resp. QODNF<) ; en partiulier, la néga-
tion de toute formule ODNF< (resp. QODNF<) peut être
transformée en temps linéaire en une formule OCNF<
(resp. QOCNF<), et l'inverse est également vrai. De
plus, OCNF< et ODNF< sont des fragments proposition-
nels omplets puisqu'ils inluent respetivement les
fragments omplets MODS et CI.
Dénition 9 (Préxe ompatible)
Soit Σ = QS1 . . . QSn.φ dans QPROPPS prénexe,
polie, fermée où haque Q est un quantiateur et
{S1, . . . , Sn} est une partition de V ar(φ) qui ne on-
tient pas l'ensemble vide. Le préxe QS1 . . .QSn de
Σ est dit ompatible ave un ordre total, strit < sur
V ar(φ) si et seulement si pour haque x, y ∈ V ar(φ)
tel que x < y, si x ∈ Si et y ∈ Sj, alors j ≥ i.
Proposition 2 Les restritions de val(QODNF<) et
val(QOCNF<) aux instanes ayant un préxe ompati-
ble ave < sont dans P.
Preuve 1 Puisque la négation d'une formule QOCNF<
peut être transformée en temps linéaire en une formule
QODNF<, il sut de prouver que val(QODNF<) est dans
P lorsque l'on restreint QOCNF< aux instanes ayant
un préxe ompatible ave <.
La preuve est onstrutive et repose sur l'existene
d'un algorithme en temps polynomial SolveODNF<
i-après (algorithme 1). Ce dernier onsiste en
l'élimination des quantiations omme une loi interne
dans le fragment ODNF<. Dans et algorithme, toute
formule ODNF< φ est onsidérée, en toute généralité,
omme un ensemble de termes et tout terme omme
un ensemble de littéraux. Après la première étape de
l'algorithme, tout terme dans φ est satisable (retirer
les termes insatisables de φ peut être réalisé faile-
ment en temps polynomial). La formule ODNF< ré-
sultante est soit l'ensemble vide, (i.e., la disjontion
vide équivalente à faux ({} ≡ faux )), soit un ensem-
ble ontenant la onjontion vide, équivalente à vrai
({{}} ≡ vrai).
Expliquons omment les quantiations peuvent
être éliminées et onsidérons dans un premier temps
le as les quantiations existentielles ; nous tirons
avantage des deux équivalenes : pour toute paire de
QBFs α et β et toute variable x ∈ PS, nous avons
∃x.(α∨β) ≡ (∃x.α)∨(∃x.β) (point 6 de la proposition
1), et ∃x.γ est équivalent au terme γ \ {x,¬x} obtenu
en retirant x et ¬x de γ lorsque γ est un terme satis-
able (vu omme un ensemble de littéraux) (e qui est
une onséquene direte de la dénition du ondition-
nement et du point 2 de la proposition 1). Soit x la
dernière variable de V ar(Σ) par rapport à <. Claire-
ment, si γ est un terme anonique (odant un modèle)
sur X ∪ {x} (ave x 6∈ X), alors γ \ {x,¬x} est un
terme anonique sur X . Don retirer toute ourrene
de x et ¬x dans une telle formule ODNF< φ onduit à
une formule ODNF< équivalente à ∃x.φ.
Foalisons nous à présent sur le as des quanti-
ateurs universels. Soit φ une formule ODNF<, vue
omme un ensemble de termes satisables sur X∪{x},
où x 6∈ X et x est la dernière variable de V ar(Σ) par
rapport à <. Tout terme de φ ontenant x ou ¬x est
anonique sur X ∪ {x}. À présent, les termes γ de
φ peuvent être partitionnés en trois ensembles (inter-
prétés disjontivement) : W , S et S′. W est l'ensemble
de tous les termes γ tels que x 6∈ V ar(γ). W peut être
vu omme une formule ODNF< sur X . S est l'ensemble
de tous les termes γ de φ ontenant x ou ¬x tels que
switch(γ, x) appartient à φ également, où switch(γ, x)
est le terme anonique sur X∪{x} qui oïnide ave γ
pour toute variable de X mais qui ontient ¬x lorsque
γ ontient le littéral x, alors que switch(γ, x) ontient
x lorsque γ ontient ¬x. Il est évident que γ appar-
tient à S si et seulement si switch(γ, x) appartient à
S. Enn, S′ est l'ensemble des termes restants de φ
(i.e. tout terme γ ∈ S′ ontenant x ou ¬x mais qui
n'appartient pas à S). Par onstrution, nous avons
∀x.φ ≡ ∀x.(W ∨ S ∨ S′) ≡ W ∨ ∀x.(S ∨ S′) (du point
9 de la proposition 1). Nous observons à présent que
S = {γ1, . . . , γk} (interprété disjontivement) est in-
dépendant de x [19℄ dans le sens où il est équivalent à
la disjontion ψ = (γ1 \ {x,¬x}) ∨ . . . ∨ (γk \ {x,¬x})
qui est une formule ODNF< sur X également (pour
tout γi (i ∈ 1 . . . k), nous avons γi ∨ switch(γi, x) ≡
γi\{x,¬x}). Clairement, ψ peut être alulé en temps
polynomial dans la taille de φ. Puisque ψ est indépen-
dant de x, nous avons ∀x.φ ≡W ∨ψ ∨ (∀x.S′). Enn,
il nous reste à montrer que ∀x.S′ est insatisable (et
ainsi que ∀x.φ ≡ W ∨ ψ). Soit γ un terme anonique
quelonque surX vu omme une interprétation surX ;
par dénition, γ satisfait ∀x.S′ si et seulement si à la
fois l'extension à l'aetation de x à 0 et l'extension
à l'aetation de x à 1 sont des modèles de S′ ; mais
ela est impossible par la dénition de S′ (si l'une de
es extensions appartient à S′, ela ne peut être le as
de la seonde également puisqu'elle est obtenue en in-
versant x dans la première). Par onséquent, (∀x.S′)
est insatisable. 
SolveODNF< s'exéute en temps O(n×|φ|
2). Cet
algorithme pourrait être failement ané, en retour-
nant 0 dès que l'ensemble vide a été obtenu.
Illustrons à présent la manière dont SolveODNF<
fontionne sur deux exemples simples (où a < b) :
Exemple 5
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Algorithm 1: Algorithme polynomial pour la re-
strition de val(QODNF<) aux instanes ayant un
préxe ompatible
proédure SolveODNF<
Données: Une formule Q1x1 . . . Qnxn.φ
où φ ∈ ODNF< et x1 < . . . < xn
Résultat: 1 if Q1x1 . . . Qnxn.φ est valide, 0 sinon
début
Retirer les termes insatisables de φ ;
pour i de n à 1 faire
si Qi = ∀ alors
φ′ ← {γ ∈ φ | switch(γ, xi) ∈ φ
ou xi 6∈ V ar(γ)} ;
sinon
φ′ ← φ ;
φ← {γ r {xi,¬xi} | γ ∈ φ
′} ;





1. ∀a∃b.{{¬a}, {a,¬b}} → ∀a.{{¬a}, {a}} →
{{}} ≡ vrai .
2. ∃a∀b.{{¬a, b}, {a, b}} → ∃a.{} → {} ≡ faux .
Une onséquene immédiate est que l'on obtient la
traitabilité de val(QMODS) et val(QCI) :
Corollaire 1 val(QMODS) et val(QCI) sont dans P.
Preuve 2 Direte à partir du fait que toute formule
de QMODS (resp. QCI) est une formule de QODNF< (resp.
QOCNF<) ayant un préxe ompatible ave <, quel que
soit l'ordre strit, total <. 
4 Expérimentations
D'un point de vue pratique, il est important de déter-
miner omment les prouveurs QBF existants se om-
portent fae à des instanes de fragments traitables.
Spéiquement, lorsque les prouveurs ne résolvent pas
 failement  des instanes de lasses traitables,
déterminer les raisons de et éhe peut onduire à une
avanée intéressante dans l'amélioration des prouveurs
atuels. An de répondre à ette question, nous avons
eetué des expérimentations sur des instanes de QCI
et QOCNF< dont le préxe est ompatible ave <, qui
sont des sous-ensembles de QCNF, la lasse de formules
que la plupart des prouveurs QBF atuels traitent.
De tels résultats expérimentaux existent déjà sur des
instanes dont la matrie est réduite à des fragments
inomplets traitables tels que les formules Horn et
Horn renommables [7℄. Ces résultats montrent les dif-
ultés des prouveurs atuels à résoudre de tels types
d'instanes et sont rappelés au paragraphe suivant.
4.1 Cadre expérimental
Nous avons généré des benhmarks de QOCNF< mu-
nis d'un préxe ompatible de la manière suivante.
Étant donné un nombre de variables n, tout entier
dans {1, . . . , n} identie une variable. Nous avons pris
l'ordre naturel des entiers pour <. An de générer
une lause de la matrie d'une formule QOCNF<, la
taille s d'une lause est d'abord hoisie aléatoirement
dans {1, . . . , n} selon une distribution uniforme, puis,
le signe de haune des s variables (de 1 à s) de la
lause est hoisi selon une distribution uniforme.
Pour nos expérimentations, nous avons xé n à 100,
200, 300, 400, 500, 1000 variables, e qui a produit
de gros benhmarks, omparativement aux possibilités
des prouveurs atuels. Le nombre de lauses a été ar-
bitrairement xé au quadruple du nombre de variables
(m = 4× n). Le préxe est généré tel que la ompat-
ibilité ave < soit assurée. Le nombre d'alternanes
de quantiateurs a été xé à 12 : 11 ensembles de
la même taille (n div 11) et au moins un ave les
variables restantes (n mod 11). Notons que e nom-
bre d'alternanes est également relativement élevé par
rapport aux benhmarks standard de QBFs.
Nous avons utilisé trois prouveurs QBF pour es ex-
périmentations : un prouveur QBF développé dans
notre laboratoire, appelé OpenQBF, qui a partiipé
aux trois évaluations QBF et qui a obtenu des résultats
moyens lors de es évaluations, mais qui fait partie
du peu de prouveurs orrets des deux dernières éval-
uations QBF. Nous avons également utilisé Semprop
(version 010604) et Qube-Rel 1.3, deux prouveurs QBF
disponibles publiquement. Les prouveurs ont fon-
tionné sur un PIV 3GHz muni de 1.5 Go de RAM
sous Linux. Le prouveur Java a tourné sur la dernière
Sun Java VM (1.5.0_06) en utilisant les paramètres
par défaut.
4.2 Résultats sur des fragments omplets
Le tableau 1 résume le omportement des trois prou-
veurs QBF sur des instanes QCI et QOCNF<. Notons que
les temps d'exéution sont exprimés en seondes, pour
résoudre 100 instanes ave les mêmes paramètres.
La olonne taille présente l'espae total utilisé par
les benhmarks générés (pour un total supérieur à 3
Go pour es expérimentations !). La olonne #Vrai
présente le pourentage d'instanes positives de QBF.
Nous pouvons remarquer que toutes les instanes de
QCI étaient positives. Cela peut s'expliquer par le fait
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CI OCNF< (préxe ompatible)
#vars taille OpenQBF Semprop Qube #Vrai taille OpenQBF Semprop Qube #Vrai
100 14 36 10 2 100 8 28 2 1 11
200 62 71 71 7 100 30 44 12 4 12
300 144 124 240 16 100 69 73 38 8 13
400 260 209 554 28 100 125 104 94 14 19
500 411 316 1062 43 100 198 145 165 21 10































Table 1: Temps d'exéution de trois prouveurs QBF sur des instanes de deux lasses polynomiales de QBF.
Temps CPU umulés en seondes pour résoudre 100 instanes (taille de es 100 instanes donnée en Mo) pour
un nombre donné de variables.
que haque lause possède environ la moitié de ses lit-
téraux quantiés existentiellement (puisque par on-
strution, à peu près la moitié des variables sont quan-
tiées existentiellement et que les lauses ontiennent
toutes les variables).
Notons que tous les prouveurs se omportent mieux
sur des benhmarks QOCNF< que sur des benhmarks
QCI. Cela est probablement dû à la diérene de taille
des benhmarks : les benhmarks QCI sont deux fois
plus gros que les benhmarks OCNF<. Préisons égale-
ment qu'il est généralement plus faile de résoudre des
instanes négatives que des instanes positives et que
la plupart des instanes dans QOCNF< sont négatives.
Les trois prouveurs ont été apables de résoudre
l'ensemble des benhmarks (environ 86 seondes par
instane dans le pire des as, même si les temps
d'exéution pour e as s'étendent sur plus d'un or-
dre de grandeur). Notons que es benhmarks sont
généralement gros omparés aux benhmarks QBF
usuels, e qui explique pourquoi un prouveur générale-
ment robuste tel que Semprop ne se omporte pas bien.
Ces expérimentations montrent que les prouveurs
atuels n'ont pas de problèmes pour résoudre des in-
stanes de QCI et QOCNF<. Ce résultat ontraste ave
nos résultats expérimentaux préédents sur d'autres
fragments traitables (mais inomplets) pour le prob-
lème de la validité (Horn CNF quantiées et Horn
renommables CNF quantiées) [6℄ qui ont été onr-
més lors de la dernière évaluation de prouveurs QBF
[23℄.
4.3 Résultats sur des fragments inomplets
Il est intéressant de noter le omportement des prou-
veurs QBF atuels sur des instanes de formules dont
la matrie est onstituée de lauses Horn CNF ou Horn
renommables CNF.
Les matries de es formules, en tant qu'instanes
SAT, peuvent être failement résolues par n'importe
quel prouveur SAT atuel : bien que es prouveurs
n'utilisent pas d'algorithmes dédiés à de tels frag-
ments polynomiaux pour SAT, es instanes  failes
en théorie  le sont aussi en pratique. A ontrario,
nous avons observé que les prouveurs QBF atuels
sont peu performants sur les instanes QBF orrespon-
dantes. En eet, nous avons soumis des instanes
QBF Horn renommables à l'évaluation des prouveurs
QBF 2005 et voii les résultats obtenus par les
prouveurs partiipant à ette évaluation :
Notons que pour haque prouveur indiqué dans
la première olonne, nous indiquons dans la olonne
#Vrai (resp. #Faux, Total) le nombre d'instanes pos-
itives (resp. d'instanes négatives, total d'instanes)
que elui-i a résolues sur les 81 (resp. 82, 163) pro-
posées à l'évaluation.
Deux fragments polynomiaux complets pour le problème de la validité des formules QBF 393
Prouveur #Vrai #Faux Total
/81 /82 /163
ssolve 78 77 155
Semprop 54 55 109
yquae 40 35 75
GRL 7 59 66
qbfbdd 42 15 57
QhaLearn 2 53 55
walkqsat 0 39 39
sKizzo 0.4 0 33 33
sKizzo 0.5 0 32 32
OpenQBF 0 20 20
quantor 0 10 10
QMRes 0 0 0
Table 2: Nombre d'instanes résolues par les prouveurs
QBF partiipant à l'évaluation omparative 2005 sur
des instanes QBF Horn renommables.
On peut observer que seuls deux prouveurs sont a-
pables de résoudre plus de 50% des instanes on-
sidérées dans le temps imparti. De notre point de
vue, les performanes des prouveurs atuels sur es
instanes montrent que les approhes atuelles, issues
pour la plupart de généralisations de tehniques pour
sat, ne sont pas adaptées à la résolution d'instanes
de val(QPROPPS). En eet, eux-i ne sont même pas
apables de résoudre systématiquement des instanes
a priori  failes .
En onséquene, nous pensons que le développe-
ment de nouveaux algorithmes pour des fragments
polynomiaux de val(QPROPPS) peut aussi aider au
développement d'algorithmes généraux plus perfor-
mants.
4.4 Disussion
Les résultats expérimentaux présentés préédem-
ment révèlent diverses launes des prouveurs QBF
atuels. Ils laissent également présager de pos-
sibilités d'orientation diverses pour la oneption
d'algorithmes spéiques pour val(QPROPPS) que
nous développons dans e paragraphe.
Dans un premier temps, nous sommes en droit
de nous questionner sur l'utilité de reonnaître des
sous-formules appartenant aux fragments polynomi-
aux omplets déouverts. En eet, les prouveurs QBF
atuels qui ne sont pas munis d'algorithmes spéiques
pour résoudre des instanes de formules de e type
se omportent très onvenablement en pratique. De
plus, es résultats sont obtenus sur des formules dont
les paramètres sont relativement onséquents (au plus
1000 variables et 4000 lauses). Enn, en dépit de
e dernier point, les instanes générées sont de très
grande taille, omparées aux formules Horn CNF et
Horn renommables CNF munies de paramètres iden-
tiques. Par exemple, il nous a fallu plus de 30 fois
plus d'espae mémoire pour générer les 100 formules
du fragment CI de 400 variables et 1600 lauses par
rapport aux 100 formules Horn renommables CNF om-
portant le même nombre de variables et de lauses (260
Mo ontre 7.9 Mo).
Ces expérimentations onrment, au ontraire,
l'importane de l'existene d'algorithmes spéiques
pour la reonnaissane et la résolution de lasses poly-
nomiales inomplètes. Les résultats obtenus ave
les mêmes prouveurs QBF (OpenQBF et Semprop)
sur des instanes de formules ayant des ongura-
tions similaires sont signiatifs. Clairement, les in-
stanes de formules Horn CNF renommables soumises
à l'évaluation omparatives de prouveurs QBF 2005
omportaient au plus 400 variables et 2360 lauses
et nombre d'entre elles n'ont pas été résolues par
les prouveurs OpenQBF et Semprop (respetivement
54 et 143 instanes) dans le temps imparti. En re-
vanhe, l'ensemble des instanes CI et OCNF< générées
ont été résolues failement par es mêmes prouveurs.
Ces résultats nous enouragent don à poursuivre
notre étude en nous axant plus partiulièrement sur
des fragments inomplets pour lesquelles le problème
val(QPROPPS) serait polynomial.
5 Conlusion et perspetives
Dans et artile, nous avons présenté deux nouveaux
fragments propositionnels omplets pour lesquels le
problème de la validité des QBFs est polynomial en
temps : les fragments ODNF< et OCNF<.
Nous avons montré qu'en pratique, les prouveurs
QBF atuels parvenaient à résoudre e type d'instanes
 failement . Ce résultat ontraste ave e qui a pu
être observé lors de la dernière évaluation ompara-
tive de prouveurs QBF qui a montré les diultés des
prouveurs à résoudre des instanes de formules polyno-
miales inomplètes (instanes à matries Horn et Horn
renommables).
Cette tendane, qui s'est onrmée pour les deux
fragments onsidérés, nous enourage dans la pour-
suite des travaux sur les lasses polynomiales inom-
plètes. En partiulier, on est en droit de se deman-
der s'il n'existerait pas d'autres lasses de QBFs inom-
plètes plus (ou au moins autant) expressives que les
formules Horn renommables, pour lesquelles le prob-
lème de la validité serait polynomial. Cela nous perme-
ttrait d'étendre davantage le panorama de omplexité
de val(QPROPPS). Plus partiulièrement, il serait in-
téressant de déterminer omment la notion de modèles
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K-booléens de [18℄, dans le as où K est une lasse de
fontions booléennes qui peut être enodée en temps
polynomial, pourrait être exploitée pour donner nais-
sane à de nouvelles restritions de val(QPROPPS) qui
sont alulatoirement plus failes (selon les hypothèses
habituelles de la théorie de la omplexité).
Dans le même ordre d'idées, une perspetive est
d'élargir notre investigation à l'étude de restritions
de val(QPROPPS) basées sur les quantiations. Une
première approhe esquissée dans [8℄ a onerné les re-
stritions sur le nombre d'alternanes des quantia-
tions des fragments des impliqués et des impliquants
premiers. À l'instar de e que nous avons fait pour
es derniers, il s'agit d'étudier des restritions por-
tant onjointement sur la nature du préxe et de la
matrie des instanes. En eet, d'un point de vue
théorique, ne onsidérer que des restritions sur le pré-
xe (i.e., sans auune exigene sur la matrie) ne sem-
ble pas aussi intéressant. Alors que le fait de lim-
iter le nombre d'alternanes de quantiateurs dans
le préxe provoque immédiatement une diminution
de la omplexité de val(QPROPPS) de PSPACE à
un niveau donné dans la hiérarhie polynomiale, ela
ne onduit pas à la traitabilité (sous les hypothèses
habituelles de la théorie de la omplexité) ; ainsi, dans
le as limite où auune alternane de quantiateurs
n'apparaît dans le préxe, val(QPROPPS) se réduit à
SAT ou à UNSAT (dépendant de la nature des quan-
tiations des variables), et auun de es problèmes
ne peut vraisemblablement appartenir à P si auune
supposition sur la matrie n'est faite. Bien entendu,
ela ne signie pas que la façon dont les quanti-
ations sont traitées n'a pas d'impat sur l'eaité
des prouveurs QBF. Par exemple, une QBF Σ de la
forme ∀{x1, . . . , xn−1}∃{xn}.φ où φ est une formule
CNF peut être résolue en temps quadratique (onstruire
une représentation CNF de ∃{xn}.φ en utilisant la réso-
lution pour oublier xn dans φ, réduire ensuite toutes
les lauses résultantes en y supprimant tout littéral
onstruit à partir de {x1, . . . , xn−1} ; Σ est valide si
et seulement si la formule CNF résultante ne ontient
pas la lause vide). Pourtant, les prouveurs QBF qui
traitent les quantiateurs du plus externe au plus im-
briqué peuvent requérir un temps exponentiel pour ré-
soudre des formules de e type. Une étude plus appro-
fondie de l'interation entre les restritions basées sur
le préxe et elles basées sur la matrie onstitue don
une perspetive de reherhe de e travail.
Annexe
La gure 1 dérit le graphe d'inlusion des fragments






Figure 1: Graphe d'inlusion des fragments proposi-
tionnels omplets onsidérés. Un ar L1 → L2 signie
que L1 est un sous-ensemble propre de L2.
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